Exponenciales y Logaritmos

7. EXPONENCIALES YLOGARITMOS

En eda Unidad estudiaremos y andizaremos las funciones y ecuaciones exponenciales y
logar itmicas. Comenzaremos con las funciones exponencides para luego continuar con
ecuaciones exponencides. La necesidad de resolver ecuaciones exponenciaes trae consgo hdlar la
funcidn inversa de la funcion exponencid y es donde toma sentido la funcidn logaritmo.
Repasaremos adgunas propiedades de los logaritmos para centrarnos en resolver  ecuaciones
logaritmicas y dtuaciones problematicas donde se encuentren involucradas ecuaciones tanto
exponenciaes como logaritmicas.

Comencemos con lasguiente situacion.

La esperanza de vida, aun en los paises poco desarrollados, crecié después de la Segunda
Guerra Mundial aunque a distinto ritmo. Este crecimiento, s bien al principio trajo mayor
actividad y progreso, a la larga ha producido graves problemas: falta de viviendas, escuelas,
puestos de trabajo.... El aumento de la poblacién por la prolongacion de la vida se ha visto
compensado en parte por € descenso de la natalidad en los paises industrializados. De todos
modos, ha aparecido € problema del envejecimiento de la poblacién (es decir € aumento de la
edad promedio).

Analizaremos ahora algun modelo matematico que trata de describir la evolucion de una
poblacién.

En Europa occidental, durante los siglos XVII y XVIII, comenzd a descender e indice de
mortalidad, y € incremento poblacional en muchos paises se situ6 entre 0.5 y 1% anual. Para
evitar complicaciones con los célculos consideraremos que € crecimiento poblacional fue del 1%
anual durante los primeros 20 afios de este siglo.

Supongamos que la cantidad de poblacion europea al comienzo del siglo XVII (afio 1.600 )
sea 10 (en cientos de millones). La funcion R(t) medira la cantidad de poblacion en e tiempo t.
Como comenzaremos nuestro estudio a partir del afio 1.600 este sera el tiempo inicial, es decir,
t=0.

Afo Tiempot (afios) Poblaaon_( en cientos de
millones)
1600 t=0 P(©0)=10
P (1) =10+ 1%de 10
1601 t=1 - 10+ —= 10
100
=10,1
P(2) =10,1+ 1%de 10,1
1602 t=2 =10,1+0,01. 10,1
= 10,201
1603 t=3 P@R)=..

¢Podemos hallar una formula que nos permita calcular la poblacion para cualquier valor de t ?
Para ello analizaremos lo que hemos hecho hasta el momento en cada paso:
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ent=0, P(©)=10
ent=1, P(1)=10+0,01.10=10(1+ 0,01)=10.1,01=P (0). 1,01
ent=2, P(2)=P(1)+0,01. P (1)=10.1,01 + 0,01.10. 1,01 =

10. 1,01 (1 + 0,01) = 10. 1,01. 1,01 = 10 (1.01)°
JPodrésrealizar e casot = 3 ? (Ten en cuenta |los pasos hechosen los casost= 1yt = 2)
En general, la poblacion después det periodos sera:
P(t) =10 (1.00)

donde 10 esla poblacion inicial P (0). Verifiquemos que la formula obtenida nos da, por ejemplo
parat=2, P (2) = 10.1,012= 10,201 que coincide con el valor delatabla. S queremos estimar
la poblacion en € afio 1610, sera P (10) = 10. 1,01'° = 11046.

Observemos que...

enlaformula P (t) =10(1,01) ", d factor 10 eslapoblacion inicid y lavariblet
figuraen d exponente. A estetipo de funciones selasllama exponenciales.

7.1 Funcién Exponencial

Desde “gemplos’ hasta la gparicion de la definicidn, 1o pondria como texto habitua, dado que son
comentarios no vinculados a la enunciacion de definiciones, leyes, etc. ESto, a los efectos de ver la
coherenciagréfica.

) Ejemplos: Hasta ahora hemos egudiado potencias pertenecientes a
digtintos campos numéricos.
potencias de exponente natural

a'= a.a.a...a nl N,
[y

n veces
potencias de exponente nulo
a®=1 (a!o0),

potencias de exponente entero negativo

4_3:$-9 1
&40 a"= = ni N, (a?0)
a

potencias de exponente fraccionario

2%21/25 wn _ nf —m

a""= 4 a mi Z , nT N

Yy conocemos sus propiedades basices.
a’.a"=a"m
52 5t =B (32)3:36 (an)m: qnm n,mi Q
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L as propiedades antes mencionadas se
extienden parael casoenque n y m
son nimeros real es cual esquiera

También es posible dar sentido a expresiones taes como 2

3/2 y edimar su vador a patir de una aproximacion de
exponente irraciond.

Con estos dementos, podemos definir la funcion exponencid .

Funcion Dado a> 0 , [lamamos funcién exponencial de base a a la
exponencia| funcion f: R® R definidapor f(x)=a".
El comportamiento de la funcidn exponencid es muy didinto
seginsea a>1, a<l, a=1.
1) _ Andicemos la gréfica de la funcion exponencid de acuerdo d
~¢ Ejemplo: vaor de a.
a 9 a>1,porgenplo a=2,lafuncién y= 2"es
creciente .
Observemos que...

cualquieraseael valordea >0, la
gréficade lafuncion exponencial debe
pasar por el punto (0,1), yaque esel
valor delaordenadaal origen; esdecir
el valor quetomalafuncién parax =
0. Por otro lado es claro que a medida
que el valor de x aumenta, €l valor de
a* también, y si el valor dex decrece
(con valores negativos) entonces el
valor dea” tiendeaO.

Observemos que...

nuevamente cualquierasea el valor de
O<ac< 1, lagréficadelafuncion pasa
por el punto (0,1).

Por otro lado, amedidaque €l valor de
X aumenta, el valor dea® decrece.

X
b) S 0 < ac<1 por gemplo y = %9 la funcion es
e2g

decreciente.

La dguiente tabla de vadores nos permite hacer un estudio comparativo de las funciones

el
y=2"e y= C‘E_
e2g
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do_ 1
X 2 T =
e2g 2

0 1 1
1 2 1

2
2 4 1

4
3 8 1

8
-1 1=l 2

2
P 1 4
4
3 1 5
8
Lagréficadela funcién pasa por €l oy= 5X
punto (0,1).
Si los valores de x son positivos,
entonces —x es negativo. ¢Cud eslagréficade esta funcion?

S x>0, entonces5 ™ esdecreciente.
S x<0, setiene—x positivoy a
medida que los valores de -x
aumentan, 5 decrece.

?
/ Para pensar....

¢Quépasacuando a=17

La funcion exponencid aparece con frecuencia en modelos matematicos de diferentes procesos
evolutivos. Por gemplo, las amebas son seres unicelulares que se reproducen dividiéndose en dos.
Supongamos que las condiciones de un cultivo son tdes que las amebas s duplican
goroximadamente cada hora, y que inicidmente solo hay una ameba Proponemos cdcular €
ndmero de amebas que habra segiin pasan las horas.

Tiempo (hs) 1 2 3 4 5 6 7 v X
Nro. de amebas 2 4 8 o 2
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Observemos que...

si en el momentoinicial hay k
amebas, y en laprimer horase
duplican, entonces ahora hay 2k.
Enlasegunda horasevuelven a
duplicar, es decir, 2 (2k) = 2° k,
en latercer hora se repite lasituacion
y tenemos 2(2° k) = 2°k, etc.
Luego en general setiene 2°k.

Observemos que...

El nimero total d cabo de x horas sera

y=2
S d comienzo dd proceso habia k  amebas, d nimero tota
seria

y=k2

en eda Ultimaiguddad, lavariable independiente X aparece como exponente.

¢Qué pasa s ahora queremos hdlar € tiempo x en d cud € nimero de amebas exigente Yy’ es
conocida? En la seccidn sguiente estudiaremos este tipo de ecuaciones resultante.

7.1.1 Ecuaciones Exponenciales

Ecuacion
exponencial

A una ecuacion en la que la incognita aparece en un
exponente se la [lama ecuacién exponencial .

Observemos que...

estamos teniendo en cuentaque si las
bases son las mismas en unaigualdad,
entonces | os exponentes deben ser
iguales.

1
Recordemos que a"=—
a

Aqui utilizamos la definicion de valor
absol uto.

a 5°%=125
Observemos que...
53X=5% entonces 3-x=3,
luego x=0
p 3¢ =L
27
_ 2_ 1 P
X = F° 3
1-x* =-3
X =

Yxls= +[4 =2 entonces

X1:2, X2:-2
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L
'é Actividades de Aprendizaje

1) Grédficar:
X
a y=3" b) y:iéég y=3.2"
edo
dy=3-2 Qy=-3 f)y:-%.BX

2) Las sudancias radiactivas se desintegran emitiendo radiaciones y transforméndose en otras
sustancias.
Sugtanciaradiactiva® radiaciones + otra sustancia.

Este proceso serediza con @ paso dd tiempo y aun ritmo que varia seguin € tipo de sustancia.

La repidez con que s desintegra una sudtancia radiactiva se mide mediante su "periodo de
desintegracion”, que es @ tiempo que tarda en desintegrarse la mitad de la masa inicid; agunos
gemplos son:

uranio: 2500  millones de afos
radio: 1620 afios

actinio: 28  anos

tdio: 3 minutos

S tenemos una masa inicid de un gramo y d periodo de desintegracion es un afio, averiguar qué
cantidad de sustancia radiactiva queda a cabo de:

Tiempo (afios) 1 2 3 4 5 6 7
grs. de sustancia

¢Cud eslafuncion que representa este proceso?. Greficar.

3) Encontrar € valor de x que verifica

4X+l
) e =128 b) 2*=05>*

4) La poblacién de una ciudad se triplica cada 50 afios. En € tiempo t = 0, esta poblacion es de
100.000 habitantes. Dar una formula para la poblacion  P(t) como funcion dd tiempo t. ¢Cud es
la poblacion después de

a) 100 afos? b) 150 afios? c) 200 afos?

5) Las bacterias en una solucién se duplican cada 3 minutos. S hay 10° bacterias d comienzo, dar
unaférmula parad nimero de bacterias en @ tiempo t. ¢Cuantas bacterias hay después de

a) 3 minutos? b) 27 minutos? c) 1 hora?
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6) Un demento radiactivo que decae en su crecimiento  f (t) después de un tiempo t satisface la
formula  f (t) =60.2002t

a) ¢Cud eslacantidad de este lemento d inicio del proceso?
b) ¢Qué cantidad queda después de 500 afios?

c) ¢Qué cantidad queda después de 1000 afios?

d) ¢Qué cantidad queda después de 2000 afios?.

7.2 Funcion Logaritmica-Logaritmos

Supongamos que un determinado bien material que hoy cuesta $150 se devalta con €l uso, cada
ano, un 4% de su valor durante el afio anterior. Por gjemplo:

Ent= 0 (inicio) el valor en 0 V()= 150

Ent = 1 (1 afo después) V(1) = 150 - 4% de 150 = 144
Ent = 2 (2 afios después) V(2) = 144 - 4% de 144 = 138,24
Ent=3....

En generd, una formula que representa esta Situacion, puede obtenerse como en d gemplo inicid
de la unided:
V(t) = 150. (096)"

Supongamos ahora, que queremos saber luego de cuantos afios de uso € valor del bien se redujo
aproximadamente a $92.

Para esto necesitamos resolver la siguiente ecuacion
92 = 150 (0,96)"

¢COmo despgar t de estaformula?
Observemos que...
el vdor det que estamos buscando esta que

elevando € nimero 0,96 aesevalor da por resultado % .

Ahora queremos resolver otros tipos de ecuaciones. Por gemplo, resolvamos la ecuacion
10~ * = 30. Veamos qué secuencia de pasos desarrollamos:

Descomponemos el nimero 30 en sus 10t-*=3.2.5
factores primos. T
Observemos que...

no podemos expresar d segundo miembro como potenciade
10, lo que nos permitiria resolver la ecuacion de manerasimilar
alaseccion anterior.
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Nuestra pregunta es. ¢cOmo podemos resolver ecuaciones del
tipo 10°=k ?, 6 engenerd ¢a* = k 2.
Podemos hacerlo § conocemos lafuncién inversade  y = 10

Funcion
logaritmica

A esta nueva funcién selallama funcion logaritmica en
base 10y se denota y=logiox Otambién, y=1logXx .

10*= 100 entoncesx = 10g1¢100 =2
pues 10% = 100

Si 3=log;p 1000 entonces
10° = 1000

10* = 1/100 entonces
X = l0g 10 100! = -2 pues 102 =100™.

Ahora, podemos decir que,
s 10°=k entonces x =logyo k

es decir, @ logaritmo de un nimero en base 10 es & exponente
a que hay que elevar labase 10 para obtener dicho nimero.

Gengrdizando:

Sea a>0 y al 1,e y>0,llamaremoslogaritmo en base

Logaritmo adey al Gniconimero x queverificaa* = y. Esdedir,
en base a X
logay=x U a‘=y
';i.) Ejemplo: Interpretemos la definicion de logaritmo:
a 2'=128
2"=128 U log, 128=7
b) 8°=2
8=20 log2= 1
3
2 Ejemplo Cdculemos
a) logy 16

log; 16=y U 2¥=16=2* 0 y=4
b) logz 32
log;32=y U 2¥=32=2°0 y=5
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3 Ejemplo: Ahora edamos en condiciones de resolver la dguiente
ecuacion.
El simbolo @significa 101*=30
aproximadamente. R
Consulta el manual detu calculadora 10*=30 U0 1-x= logio 30 @1,47712
paraverificar quelog;o 30 es
aproximadamente 1,47712. luego x @ 0,47712

7.2.1 Propiedades de los Logaritmos

Recordemos a gunas propiedades de |os logaritmos:

_ _ 1- El logaitmo de un producto es igud a la suma de los
log; (4.8) =log, 32=5 logaritmos de los factores

ylog, 4+log, 8=2+3=5
10ga (X .y) = 10a X +[0gay

2.- E logaritmo de una potencia es igud a exponente por €
log, 4° =log, 64 =6 pues 2° =64 logaritmo de la base
y 3log,4=32=6

loga (x*) = y.loga X
A partir de estas dos propiedades se pueden deducir las Sguientes:

3.- E logaitmo de un cociente es igud d logaitmo dd
numerador menos € logaritmo del denominador.
logs 81/9=10g39=2 20
l0ga g—: = loga x-logay
y por otro lado Yo

_ _ a0 e 106
logs81-log; 9=4-2=2. Observar que loga g—: = loga gx.—iz log, x+log, y*
Yo Yo

= logaXx—logay

4.- El logaritmo de una raiz es igud d logaritmo de radicando
Ioggf\tlz:mg " dividido por € indice delaraiz.
81 33
a1 lo
puesSlzg]J& |Oga>\//; = 1 loga X = 9a X
Por otro lado tenemos y y
2ogy =2 (41 Observar que  loga ¥ = loga (x) = % 10ga X
4 1 4
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7.2.2 Cambio de base

7
/ Para pensar ...

El logaritmo de labase essempre 1
logaa=1 ¢por qué?

El logaritmo de 1 es 0 en cudquier base
loga 1=0 ¢por qué?

Las caculadoras cientificas permiten solamente obtener logaritmos decimaes y neperianos.

Logaritmo L os logaritmos decimales son los logaritmos de base 10, y s
decimal acostumbradenotar logio X = logx omitiendo la base.

Logaritmo El logaritmo neperiano o natural es el logaritmo cuya base e

neperiano e nimero e @2,7182 y sedenota logex = InX .

S queremos cacular logaritmos en otrabase, es conveniente redizar cambios de base.

S, por gemplo, tuviéramos que cdcular  log 3:

Llamamos x a logaritmo que
queremos calcular. Luego, aplicamos
logaritmo decimal a ambos miembros
y obtenemos

El procedimiento generd es.

x=1log 3
xlog 2 = log 3,
findmente, x = 1293 @15849.
log 2
y = loga X
a =x

ylog, a = logy X
_ logy x
log, a
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L
,é Actividades de Aprendizaje

7) Cdcular @ log, 481 b) logs ¥ 27 .

8) Hadlar € vaor dex.

a) logrx=2 b) loga x =0
c)Ioggx:% d) log, 64 = x

€) logas +7 =x f)logs 42 = x

g) logy 10 = :11 h) logx 0,000001 = -6

9) Modtrar con un gemplo que en generd,
a) loga(x+y) * logax +l0gay b) loga(Xx-y) * loga X-10gaYy.
10) Resolver gplicando la definicidn de logaritmo.

a) logs 25 + |092% b) log 1000 - %Ioguz 1
c) log549 - log, 16 d) logo /2 + logs ¥ 3* - 10og 0,001

e) logs 27 + logy, 4 - 2Iogy3%

11) Sabiendoque log, 5 @2,3 cdcular, aplicando las propiedades del logaritmo.

a) logp10  b) logz25 ¢©) logs ¥/5 d) logp 25.

12) Averiguar € vaor numérico de las Sguientes expresiones.

3) loga (° Va) b) loga 1
©) |09x£ d) log, Y64
T

2

e) log; ¥64 f) 20922

2
) logzo(logso 10) i .ogé?[olologlo2 9
(4]
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13) Cacular redlizando cambio de base
a) logz 10 b) logs 2 c) logyz 20 d) logs 0,1.

7.3 Ecuaciones Exponenciales y Logaritmicas

Y a hemos resuelto ecuaciones exponencides del tipp 5% =5 ydd tipo 10'* =30 utilizando

logaritmos. Ahora resolveremos ecuaciones més complgas  utilizando

logaritmo.

las propiedades dd

'Qi.) Ejemplo: Cdcular d vaor de x en las sSguientes ecuaciones exponenciales...

Aplicamos las propiedades de
logaritmo y resolvemos la ecuacion
resultante en forma habitual

Recordemos que....
nm+n = am_ an
a'=1la

a

Extraemos 3* factor comdn,
resolvemosy aplicamos
alaexpresion
3 =7293
logaritmo para luego
resolver mediante propiedades.

Consideremos z=3", reemplazando
en laecuacién, obtenemos una
ecuacion de segundo grado y
encontramos las raices como se
mostré en laUnidad 5.

a 3.5%=

log (3*.5%) = log 4
log 3* + log5* = log 4

x.log3 + 2x log5 = log 4
x.0477 + 2x.0,699 @0,602

X .0,477 + x.1,398 @0,602
X . (0,477 + 1,398) @0,602
x.1,875 @0,602
X @0,321
b) 3“1+3¥1 = 2431

I+ 3t = 2431
3.3+31.3= 2431
3 B +10- o3
e 3o

3X.%:2431

3 = 7293
x log 3= log 729,3
_ log 729,3
log 3
X @6,0003

0 3. 4.3 =27
(3 - 4.3.3 + 27=0

Z-12z+27 =0
lasraicesde estaecuacionson z1 =9, =3.
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S reemplazamos
z2=5
obtenemos una
ecuacion de segundo grado.

Y
Atencion

Unavez obtenidas | as soluciones
no olvides verificar si |as mismas
satisfacen la ecuacion.

Porlotanto 3*=9 b x=2
y =3 b x=1

d) 25 + 5= 20
25 + 5 = 20
(5% + 5 = 20
Z+2z-20=0

Raices delaecuacion cuadréticaa z1 =4 , z =-5.

Luego 5°=4 b xlog5=log4

P x @0,8613

S consderamos  5‘=-5, vemos gue no hay vaores de x
gue cumpla la ecuacion, pues ninguna potencia de 5

puede ser negativa.

Por gemplo, caculemos d vaor de x en las Sguientes ecuaciones logaritmicas:

Aplicando la
definicidn de logaritmo.

Observemos que...

con lasolucion
% = -4 obtenemos
loge(-3)=x U 9 =-3
igualdad que no se verifica para
ningun valor de x.

Hemos considerado z= log; X.

a)

|0954X: 2

logs 4 x
4x

X =

b) logo (x+1) + logg9(x+1) = 2

logg (X +1) + loge 9 (X +1)= 2
loge 9 (X + 1)? = 2

9(x+1)?% =9
(x+1)?=9
X+1=3 b x1=2
yx+1%=3 _—"
\x+1:-3b Xo=-4

c) 2logZx -10 log, x + 8 = 0

27-10z+8=0
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% cuyassolucionesson z =4 , z=1
AETEEN log;x =4 0 x=2*=16
No olvides verificar |as soluciones logo X =1 0 x=2'=2

y descartar algunasi es necesario.

d 3log;x-2logsx = 2

Necesitamos que todos los logax =y U x =4
logaritmos involucrados en esta
ecuacion estén expresados en la | x = vl 4
misma base para poder utilizar las 092 ylog
propiedades. Expresamos todos |os logo X = y.2
logaritmos en base 2. 1
y = = logz X
2
Reemplazando en la ecuacién obtenemos.
3logo x- logox = 2
2logox = 2
|Og2 X =1
X =2

o
’é ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

14) Resolver las Sguientes ecuaciones logaritmicas

Ejercicios Complementarios

a) logx = 3log 2 b) logx - log3 = 2
X x 3
c) 5logx - log32 = log — d)2logx = log = - —
) Slog g 97 )2 log 97 ¢
e) logl0 = 5 - 3 logx f) 10logsx - 5logsx +5 =0
2
g log 2l-x*  _, g logsx® + logzx -6 = 0
3x+210
)inx-Inx>=8 j) logz?x - 5logax = 0

15) Cdcular d vdor de x.

a) loga X =10gs 9 —log, 4

b) loga X =3 (loga 5+ 4 10ga 2 —0ga 3)
3loga4

C)loga x =
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16) Resolver las Sguientes ecuaciones exponenciaes
Ejercicios complementarios
a 4.3-4=0

f) 2 +4<=72

b) 3.4+6=0 X 4 3%
) g >3 —10.30
Q) &-¢&-6=0 3

X 2-X h)5X+51_X:
d 2¢-22X=0 . .
) ) e -5(-9-&1=0
e 3> +9° = 162

i) %</3x+6 ) x-«]/3x -0

17) Una sustancia radiactiva se desintegra de acuerdo alaférmula r(t) = ce’' donde ¢ esuna
congtante. ¢En cuanto tiempo habra exactamente un tercio de la cantidad inicia .

18) Una poblacidn de bacterias crece de acuerdo a la formula B(t) = ¢ ek donde c y k son
congantes y  B(t) representa @ ndmero de bacterias en funcion dd tiempo. En € ingtante t=0
hay 10° bacterias. ¢En cudnto tiempo habra 107 bacterias, s en 12 minutos hay 2 . 10° bacterias?.

19) En 1900 la poblacion de una ciudad era de 50000 habitantes. En 1950 habia 100000 habitantes.
Asumamos gue € nimero de habitantes en funcion dd tiempo se gudta a la formula P@t) = ceW

donde ¢ y k son congtantes. ¢Cud fue la poblacién en 1984?. ¢En qué afio la poblacion es de
200000 habitantes?.

20) La presion atmosférica como funcion de f atura esta dada por la formula P(h) = ¢ €"  donde
c y k son congantes, h esladturay P(h) eslapresidon en funcion de la dtura S en €
barémetro se lee 30 d nivel dd mar y 24 a los 6000 pies, hdlar la lectura barométrica a los 10000
pies.

21) El azlcar se descompone en d agua segin laférmula A(t) = ce™ donde ¢ y k son
congantes. S 30 kilos de azlicar se reducen a 10 kilos en 4 horas, ¢cuanto tardard en
descomponerse € 95% del azlicar?.

22) Una particula se nueve con velocidad St)= ce donde c y k soncongantes S la
velocidad inicid en t = 0 es de 16 unidades por minuto, y en 2 minutos se reduce a la mitad, halar
e vaor de t cuando lavelocidad es de 10 unidades'minuto.

23) ¢Quérelacion debeexidirentre a y b paraque s verifique que
loga + logb = 0 2

24) S d punto (2, 5) pertenece ala gréfica de lafuncion exponencid y = p*, ¢cudnto vale p?

25) S a'y b son dos nimeros enteros, cacular € vaor de 1ogy/, a + logy % :
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