CALCULO DIFERENCIAL
Clase 1
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OIS YALOTES

ST VISION: Tender a ser an ser lbumano complets mediante entnega,
la transparencia, la simplicidad ¢ la perscstencia.

SMI MISION: Entrega a la Voluntad Suprema. Seruir a lac
/
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El objetivo de estas diapositivas es solo hacer mas facil el estudio y
entendimiento del Calculo diferencial.
Su fin es unicamente pedagodgico.
Se acepta cualquier tipo de sugerencia para mejorar el contenido.
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JUSTIFICACION: El Calculo Diferencial es una de las herramientas
mas potentes y eficaces para estudiar diversos fenomenos. Tiene
aplicaciones en muchas ramas de las ciencias.

Par lo tanto es indispensable que el estudiante desarrolle competencias
en el manejo y aplicacion de los conceptos del calculo diferencial.
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»| 0s objetos fundamentales con los que trata el Calculo son las
funciones. A partir de alli determina limites, derivadas e integrales.

-Este capitulo prepara el camino para el Calculo discutiendo las ideas
Icas sobre las graficas de funciones y la manera de transformarlas y
Inarlas.
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» | Calculo es fundamentalmente diferente de las matematicas que ha
estudiado anteriormente.

® s menos estatico y mas dinamico. Estudia las funciones, se ocupa de
los cambios y el movimiento; estudia cantidades que se aproximan a
otrds cantidades.
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Veremos-luego los principales tipos de funciones que aparecen en el
Calculo y describiremos como se utilizan estas funciones para modelar
matématicamente fenomenos del mundo real.
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CLASE 1

®» Definicion de funcion. Dominio y rango de funciones.

» Representacion de las funciones. Obtencion del dominio
grafica y analiticamente.
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ODbjetivos especificos

> Entender claramente el concepto de funcion.
» Comprender y determinar el dominio y rango de las funciones.
Aplicar los conceptos de funcion, rango.



» Una funcion puede representarse de diferentes maneras:

diante una ecuacion
na tabla

. Una grafica

4. Por pares ordenados

5. Mediante palabras
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= |/as funciones surgen cuando una cantidad depende de otra.
onsidere las situaciones siguientes:

| EJEMPLO INTERACTIVO DE FUNCIONESl

||UNA HIPERBOLA INTERACTIVA I
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https://www.geogebra.org/m/FrZzy2JJ#material/nm2bef5a
https://www.geogebra.org/m/FrZzy2JJ#material/V8qXdkvP

Funciones reales

Muchos variables dependen de otras. Asi, sabemos que el precio del transporte
publico depende del precio del petroleo, y cuando sube éste, nos incrementan el
precio del transporte.

es conocido gque cuando subimos una gran montafia la presion
férica va disminuyendo.

(

anpfundo, notamos que la presion del agua se va haciendo cada vez mas fuerte.

11/26/2017
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De hecho, una funcion relaciona dos variables que tienen un vinculo entre si, por lo
que su estudio proporciona mucha informacion sobre el comportamiento de una de
estas variables respecto a la otra.

Sabér como influye un elemento sobre otro tiene grandes utilidades en muy diversos
pos del conocimiento (economia, fisica, quimica, biologia...) y las matematicas
os dan las herramientas para analizar estas relaciones llamadas funciones.
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El area A de un circulo depende de su radio r. Si se aumenta el
radio necesariamente se aumenta el area.

La regla que relaciona A con r esta dada por la ecuacion:

A= mtr?

» Con cada numero positivo r hay asociado un valor de A, por lo
que decimos que A es una funcion der.
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¢Qué es una funcion?
Salida

\) Una funcion es como una maquina: tiene una entrada y una salida

4 Y lo que sale esta relacionado de alguna manera con lo que entra.

wo., disgratalasmatematicas. com|consuntos]funcion. litml
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http://www.disfrutalasmatematicas.com/conjuntos/funcion.html
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http://www.alliancevending.es/servicios-y-productos/maquinas-expendedoras/maquinas-expendedoras-refrescos/

|

Nombres

Primero, es util darle un nombre a una funciéon. El nombre mas comun es "f', pero puedes ponerle otros
como "g" ... o hasta "mermelada" si quieres.

Y también esta bien darle nombre a lo que se va adentro de la funcion, se pone entre paréntesis () despué
del nombre de la funcidn:

Asi que f(x) te dice que la funcién se llama "f", y "x" se pone dentro

wos. desfrutalasmatematicas. com|conjuntod|funcion. litml
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http://www.disfrutalasmatematicas.com/conjuntos/funcion.html

/

Y normalmente veras lo que la funcion hace a la entrada:

f(x) = x2 nos dice que la funcién "f' toma "x" y lo eleva al cuadrado.

~@e

Asi que con la funcion "f(x) = x2", una entrada de 4 da una salida de 16. De hecho podemos escribir f(4) =
16.

. Wmmmmma W/MW/W tetmd 11/26/2017
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Funcién f

| W\
RCIGCIOHG[" Entrada flx)

Arriba dije que una funcion es como una maquina. Pero una funcion no tiene engranajes ni correas ni
partes que se muevan. iY no destruye lo que pones dentro!

En realidad, una funcion relaciona la entrada con la salida.

Decir que "f(4) = 16" es como decir que 4 esta relacionado de alguna manera con 16. O también 4 — 16

f(4) = 16

22 [ lwwan. disfratataomatematicas. com|consuntos|{uncion. bitml 11/26/201 {'19
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Entrada Salida

- P

nee LA FUNCION

r INICIO /F\‘ LLEGADA
(2
~T

*»T

Enfrada “egada

24 | lwww. disfratalasmatematicas. com|conjuntos|{uncion. bitml
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La funcion devuelve un solo elemento a la salida; en la salida da un solo elemento.

"exactamente uno" significa que la funcion es univaluada. No devolvera 2 o mas
resultados para la misma entrada. iAsi que "f(2) = 7 o0 9" no vale!

Cada elemento de "X" se relaciona con un elemento de "Y". Decimos que la funcidn
cubre "X" (relaciona cada elemento de)

No pueden guedar elementos de X sin gue se relacionen con alguno de Y.

24 | lwww. disfratalaomatematicas. com|consuntos|{uncion. bitml
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Si es funcion

\
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No es funcion.

También fijate que en el dibujo de arriba hay dos elementos en "X" que se relacionan con el mismo
elemento de "Y". No pasa hada. No hay ninguna regla contra esto. Sigue siendo funcion.

Y finalmente, fijate en que algunos elementos de "Y" no se relacionan con nada. Eso también vale.

no hay elementos de X que aparezcan solos si relacionarse con alguno de y. Eso no valdria.
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a/b No es funsig
C d

X Y
a Si es funcion
c //g
e > f
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Para una X exsiten dos y.

La prueba de la linea vertical

En un grafico, la idea de univaluada significa que ninguna linea

-» Vertical cruza mas de una vez.
b

No es una funcion

—_——
]

Si alguna cruzara mas de una vez no seria una funcion.

I(.".‘j ’

224 | lwww. disfratalaomatematicas. com|consuntos|funcion. litmt
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Entrada Salida

Funciones como pares ordenados P}X,ﬁ

Pares ordenados

Puedes escribir las entradas y salidas de una funcion como "pares ordenados"”, como (4,16).

Se llaman pares ordenados porgue la entrada siempre va primero y la salida después.

Asi que (4,16) significa que la funcion toma "4" y devuelve "16"

224 [l disfratataomatematicas. com|consuntos|{uncion. btml
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Y una funcion se puede definir como un conjunto de pares ordenados:

1" "

Ejemplo: {(2,4), (4,5), (7,3)} es una funcion que dice que "2 se relaciona con 4", "4 se relaciona
con 5" y "7 se relaciona con 3".

Fijate también en que el dominio es {2,4,7} y el rango es {4,5,3}

24 [ |wwo. disfratalaomatematicas. com|consuntos|funcion. bitml
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El procesador, maguina o funcion.

~

Regultados

-~

Datos de entrada F(x) es la maquina

Datos de salida

PROCESADOR: F(x)

Emplea una formula
Transforma X en Y mediant

formula /

BORO MSc. EFR

Mi maquina de funciones para transformar un numero de entrada en otro de salida.

11/26/2017
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Otra manera de ver funcion

Si ambos datos estan graficados en un plano cartesiano, la grafica

es el procesador, maguina o funcidn y por medio de esta grafica
puedo a partir de los datos de entrada hallar los de salida.
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30

Supongamos que nuestro procesador es una linea recta en una cuadricula
con ejes cartesianos.

Si usted"me da un numero, yo pondre ese numero en el mi maquina.
Usarg’esa recta en un plano cartesinao, como mi maquina de funcion f,
para ver que resultado obtenemos.

bttp: |l wwn. eduteba. org| T | mastern] interactivatel activities| Stopeslider] Tuder. btml
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Datos de salida

Datos de salida

~

Datos de entrada

| dato de entrada es conocido y el procesador o funcion (la linea) me da y me ubica el dato de salida
e es unico. El dato de entada se ubica en el eje x, el de salida en el eje y (o paralelo a él).

11/26/2017
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http://www.eduteka.org/MI/master/interactivate/activities/Slopeslider/Index.html

lante: Entonces utilice 3 como entrada.

jestro: Con gusto. Simplemente cuento tres pasos a la derecha (+) en eje X, a partir de cero. Luego me
gsplazo verticalmente (hacia arriba o hacia abajo si es -) hasta encontrar la recta, y cuento los pasos que di.
este caso subo: uno, dos, tres, cuatro pasos.

& es el resultado que nos da esta funcion, al entrar el nimero 3! . 3 lo convierte en 4,

11/26/2017
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Datos de salida

Datos de entrada

Estudiante 1: ;/Puedo ensayar? Quiero entrar 1 en la maquina de funcion.
aestro: claro.
\tudiante: Comienzo en cero, doy un paso a la derecha, luego subo y cuento los pasos: Ur
Entonces al entrar-k.la-funcion da como resultado 2. ;| VVoy bién? Maestro: Muy-bien.
33
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Estudiante 2. ;Alguna vez se va a la izquierda de cero en el gje x?

Maestro: Por supuesto. Los numeros a la izquierda de cero se llaman
numeros negativos. Ponemos un signo menos delante de un numero
para Indicar que esta a la izquierda de cero, 0 sea que es negativo.
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http://www.eduteka.org/MI/master/interactivate/dictionary/Index.html

Asi mismo usamos el signo menos cuando vamos hacia “abajo” en el eje
Y a partir de O.

Juien quiere ensayar la maquina con numeros negativos?
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\ Estyddiante: Quiero entrar -5 en la maquina. Entonces recorro 5 pasos hacia la
Izquierda desde cero, luego subo...no espere, debo ir hacia abajo de la recta
Drgue si no, no la encuentro: uno, dos, tres, cuatro pasos.

)

faestro: Entonces la funcién produce -4 cuando el nimero de entrada,es -5.
36
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mbien podriamos hacer lo mismo con una formula.

que hace en este caso el procesador, maguina o funcion (mi férmula) es
sencillamente sumarle 1 al dato inicial de entrada. Por tanto nuestra formula
sera:

salida: Y== X+1
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En vez de mencionar datos de entrada o de salida es mas comun decir la
variable X y la variable Y.

Una fdncion significa “depende de”. Este proceso 1ogico se aplica a todo
lo gue tiene relacion a un resultado o efecto sea este medible 0 no en
forma cuantitativa.
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X es la variable independiente, Y es la variable dependiente. O sea, que Y
depende de X 0 Y es funcion de X. Esto se escribe matematicamente asi:

Y= f(x)

practica no se colocan los datos de entrada aparte de los de salida
como en las diapositivas anteriores, sino todo integrado:

atos de salida Y iguales a f(x) iguales a la formula

~
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Resumiendo lo de la grafica:

Importante

(Stewart, Redlin, Watson, 2012)
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Ejemplos de funciones.

El valor del consumo mensual de agua potable, depende del numero de
metros cubicos consumidos en el mes.

El valor de un apartamento depende del numero de metros cuadrados
congtruidos.

| costo de una llamada telefonica depende de su duracion.

El costo de enviar una encomienda depende de su peso.

er documentos anexos en esta subpagina.
41
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Dominio, codominio, rango, imagen

Dominio, codominio y rango
En el dibujo de arriba

e el conjunto "X" es el dominio,

e el conjunto "Y" es el codominio, y

e el conjunto de elementos de Y a los que llega alguna flecha (los valores verdaderos de la funcion) se
llama rango o imagen.

] 1/26/2&12
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Rango y dominio graficamente

Dominio, codominio y rango

En su forma mas simple el dominio son todos los
valores de X a los que aplicar una funcién, y el rango
son los valores que resultan.

Pero de hecho son conceptos importantes cuando
se define una funcion.

R

-— —_— X

vt [ lwwan., disgrutatasmatematicas. comlconsuntos|{uncion. bitml
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El dominio y rango son las proyecciones sobre los ejes X e Y respectivamente.

\Dﬂn’lilliﬂ de f

FIGURA 1.1.4 Dominio y rango interpretados graficamente

(Zill, Warrent, Wrigth, 2011)

ELABORO MSc. EFREN GIRALDO T. 11/26/2017

44




Dominio Codominio

Dominio y rango

Hay nombres especiales para lo que puede entrar, y también lo que puede salir de una funcion

ﬂ Q Lo que entra en una funcion se llama el dominio

- é Lo que es posible que salga de una funcion se llama el codominio

Q é Lo que en realidad sale de una funcion se llama rango o imagen 1122017
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Parte de la funcion

Lo que sale (el rango) depende de lo que pones (el dominio), pero TU defines el dominio.

De hecho el dominio es una parte esencial de la funcion. Un dominio diferente da una funcién diferente.

Ejemplo: una simple funcién como f(x) = x2 puede tener dominio (lo que entra) los nimeros de contar
{1,2,3,...}, y el rango sera entonces el conjunto {1,4,9,...}

-I !Qango{149 )

ELABORO MSc. EFREN GIRALDO T. 11/26/2017
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Dominio: (1,2, 3, ...}
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Y otra funcidon g(x) = x2 puede tener como dominio los enteros {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}, entonces el rango
sera el conjunto {0,1,4,9,...}

Dominio -

{ 3-2-1012.3 )

——

Rango: {0,1,4,9, ..}

ELABORO MSc. EFREN GIRALDO T. 11/26/2017
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Dominio y rango

En general, una expresion algebraica puede no estar definida para todos los valores de la
variable. El dominio de una expresion algebraica es el conjunto de niimeros reales que se
permite tenga la variable. La tabla al margen de esta pigina da algunas expresiones basicas
y sus dominios.

ELABORO MSc. EFREN GIRALDO T. 11/26/2017
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1
fx) =7

Por ejemplo, no es posible calcular f(0) para la funcién reciproca f(x) = 1/x puesto que 1/0
no es un numero real. En este caso se dice que f esta indefinida en x = 0. Puesto que todo
numero real diferente de cero tiene un reciproco, el dominio de f(x) = 1/x es el conjunto
de numeros reales excepto cero.

ELABORO MSc. EFREN GIRALDO T. 11/26/2017
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1 1
4 (x=2)(x+2)

fx) =

x 2

/ (x—2)(x+2)=0 x=2, x=-2

Por el mismo razonamiento, la funcién g(x) = 1/(x* — 4) no estd definida en x = —2 ni en x = 2,

de modo que su dominio es el conjunto de numeros reales sin los nimeros —2 y 2.

ELABORO MSc. EFREN GIRALDO T. 11/26/2017
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IV
-

f(X):\/}, X

La funcién raiz cuadrada A(x) = Vx no estd definida en x =—1 porque V—1 no es un nimero real.

Para que h(x) = Vx esté definida en el sistema de niimeros reales, debe pedirse que el radicando,
en este caso simplemente x, sea no negativo.
A partir de la desigualdad x = 0 observamos que el dominio de la funcion A es el intervalo [0. co).

\
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fx) =y = -1, —co<x <

El dominio de la funcion constante f(x) = —1 es el conjunto de niimeros reales (—oo, c0) y
su rango es el conjunto que consta solo del numero —1.

ELABORO MSc. EFREN GIRALDO T. 11/26/2017
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Resumiendo: los dos restricciones mas importantes para analizar en
el dominio de una expresion algebraica o de una funcion son:

Si hay’algun niimero en el denominador que haga cero la expresion o la funcion

| |4 expresion o la funcion tiene algun radical, los numeros que hacen al interior del
radical la expresion negativa.

ELABORO MSc. EFREN GIRALDO T. 11/26/2017
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f(x) =4++Vx —3

A]3\" |l l:W Dominio y rango

Determine el dominio y el rango de f(x) = 4 + Vx — 3. Xx-3=20

Solucion El radicando x — 3 debe ser no negativo. Al resolver la desigualdad x — 3 = 0 se
obtiene x = 3, de modo que el dominio de f es [3, co). Luego, como el simbolo V' denota
la raiz cuadrada no negativa de un numero, Vx — 3 =0 para x = 3 y en consecuencia
4 + Vx — 3 = 4. El menor valor de f(x) ocurre en x = 3 y es f(3) = 4 + VO = 4. Ademds,
debido a que x — 3 y Vx — 3 aumentan cuando x crece, se concluye que y = 4. Por consi-
guiente, el rango de f es [4, oc0). i

(Zill, Warrent, Wrigth, 2011)
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Sx
x2—3x — 4

g(x) =

Una funcion que esta dada por una expresion fraccionaria no esta definida en los valo-
res x para los cuales el denominador es igual a . Puesto que el denominador de g(x)
se factoriza como x* —3x —4 = (x + 1)(x — 4), vemos que (x + D(x —4) =0
parax = —1 yx =4, Estos son los s#nicos nimeros para los cuales g no esta defi-
nida. Por tanto, el dominio de la funcion g es el conjunto de numeros reales, a excep-
condex=—-1yx = 4. @

(Zill, Warrent, Wrigth, 2011)
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f(x) =4+Vx2+2x — 15

A oMM Dominios de dos funciones

Determine el dominio de

fx) = Vx2+2x — 15

Solucion
Como en el ejemplo 4, la expresion dentro del radical —el radicando— debe ser no
negativa; es decir, el dominio de f es el conjunto de nimeros reales x para los cuales
x>+ 2x—15=0 o (x — 3)(x + 5) = 0. El conjunto solucién de la desigualdad
(—oo, —5] U [3, o0) es también el dominio de f.

En precalculo se suelen resolver desigualdades cuadraticas como

(x — 3)(x + 5) = 0 utilizando una tabla de signos. O el método del cementerio

ELABORO MSc. EFREN GIRALDO T.
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Al usar notacion de intervalos, el dominio de g en el inciso b) del ejemplo 5 puede escri-
birse como (—oo, —1) U (—1,4) U (4, c0). Como alternativa para esta desgarbada union de
intervalos ajenos, este dominio también puede escribirse usando notacion de construccion
de conjuntos {x|x # —1 y x # 4}.

(Zill, Warrent, Wrigth, 2011)
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Representacion grafica

Para representar graficamente una funcion debemos primero encontrar su
dominio para saber en qué puntos debemos evaluarla.

Una vez encontrado el dominio procederemos a hacer la representacion.
ora, la manera mas sencilla es mediante una tabla de valores, es
i, daremos valores a la variable x, y encontraremos el valor de vy,
go dibujaremos en el plano los puntos encontrados usando las
oordenadas cartesianas.
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Ejemplo

Tomemos la funcién f(z) = 2z + 1y vamos a hacer la tabla de valores:

z flz) =y
-2|f2)=2-(-2)+1=-3

11 f2)=2:-(-1)+1=-1 - -
0 f2)=2-(0)+1=1 0 1
1 f(2)=2-(1)+1=3 1 3
2 f(2)=2-(2)+1=5 2 5

bty | |www. sangakos. comles|temas|representacion - grafica - de - ana - funcéon
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bty [ |wawo. sangakoo. com|es|temas|representacion - grafica - de - ana - funcion
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» Resumiendo, una funcion toma elementos de un conjunto A, y los
devuelve (normalmente con algin cambios) como elementos de otro
conjunto B. Con esto llegamos a la definicion formal:
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® [Funcion real de variable real es una correspondencia f que asocia a
cada elemento de un conjunto de numeros reales, llamado dominio,
otro numero real de otro conjunto llamado rango.

bconjunto del que parte y en el cual se define la funcion se llama
deminio o campo existencia de la funcion. Se designa por D.



Una funcion real es una funcion matematica cuyo dominio
y codominio_estan contenidos en el conjunto de los niumeros reales
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Bibliografia en la nube.

» 25 herramientas para enseilar matematicas con las tic. Grafiador de Funciones:

wtty.: [ lwww. adlaplaneta. com|2015]0|08 recarsos - tic| 25 - hernamientas - ara - endenar - matematicas - con-las - ticl

» (Goegebra, Calculo diferencial:
teepe:||wwn. geogebra. orglm| 7354200

» @//Wﬁw{emw&m cl|matematical Funciones matematicas. btm

ttps: [ es. dlidestiane. net| jefedobl[tutorial - de- geogebna - pana - nepresentar - funciones

Graficar:

™ jtrpe:||wwo. youtube. com|watehle=Tu5gLEIE 77 ¢

™ jtrpe.||wwn. geogebra. orgluol FnZsq2 00 materiallumbefSa
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