Continuidad y Funciones compuestas




SMIVISION: Tender a ser un ser lbmane completo la
entrega, la tansparencia, la simplicidad o la persistencia.

M) MISION: Entrega a la Voluntad Suprema.

‘ < Servirn a las personas. /
\

-\
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FUNCIONES COMPUESTAS

Las siguientes diapositvas fueron tomadas directamente de la pagina web de
“KHAN ACDEMY™.

ttzps:[|es. blianacademy. ong|math| algebrnallmanipulating - functions| function - compodition] al cutroduction - to - function - composction

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T. 4/3/2018


https://es.khanacademy.org/math/algebra2/manipulating-functions/function-composition/a/introduction-to-function-composition

Cam es un agricultor. Cada afio siembra semillas de maiz. La siguiente funcion
indica la cantidad de maiz, C in kilogramos (kg), que &l espera cosechar en a
acres de terreno.

C(a) = 7500a — 1500

Por ejemplo, si Cam siembra dos acres, él espera cosechar 13,500 kg
C'(2) = 7500(2) — 1500 = 13,500 kg de maiz.

Pero a Cam le interesa mas saber cuanto dinero ganara al vender su maiz. Asi
que utiliza la siguiente funcion para predecir la cantidad de dinero, M en
pesos, que €l obtendra al vender ¢ kilogramos de maiz.

M(c) = 0.9c — 50

Entonces, si Cam cosecha 13.500 kg de maiz, €l espera obtener 13,500 kg 419100
M(13,500) = 0.9(13,500) — 50 = $12,100.

bittpo:|[es. bhanacademy. onglmath|alyetnaZlmanipalating - functions|function - composction] el evaluate - composite - functions - fnom - grapls - and - taliles



https://es.khanacademy.org/math/algebra2/manipulating-functions/function-composition/e/evaluate-composite-functions-from-graphs-and-tables

Observa que Cam utiliza dos funciones separadas para obtener ganancias
esperadas a partir de acres cosechados. La primera funcién, C, convierte de
acres a cantidad de maiz, mientras que la segunda, M, convierte de maiz a

cantidad de dinero.

tttpo:|[es. bhanacademy. orglmath|alyebraZlmanipalating - functions|function - composition] el evaluate - composite - functions - fnom - grafples - and - taliles
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https://es.khanacademy.org/math/algebra2/manipulating-functions/function-composition/e/evaluate-composite-functions-from-graphs-and-tables

:No seria genial si Cam pudiera escribir una funcion que convierta de acres
sembrados directamente a ganancias esperadas? (Existira tal funcion?

13,500 kg $12,100

btz [[es. blanacademy. orglmath|alyebrnallmanipulating - functions|function - compositionl el cvaluate - composite - functions - from - grafpht - and - tabiles
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https://es.khanacademy.org/math/algebra2/manipulating-functions/function-composition/e/evaluate-composite-functions-from-graphs-and-tables

Crear una nueva funcion

De hecho, jsi podemos encontrar la funcion que convierte de acres
sembrados directamente a ganacias esperadas! Para encontrar esta funcion,
pensemos en la pregunta mas general: jcuanto dinero puede Cam esperar

ganar si siembra maiz en a acres de terreno?

titpo:[[eo. bhanacademy. onglmath| alyetnaZlmanipulating - functions|function - composition] el cvaluate - composite - functions - from - graflid - and - talbled
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https://es.khanacademy.org/math/algebra2/manipulating-functions/function-composition/e/evaluate-composite-functions-from-graphs-and-tables

Pues bien, si Cam siembra maiz en a acres, €l espera cosechar C(a)
kilogramos de maiz. Y si cosecha C'(a) kilogramoss de maiz. él espera ganar
M(C(a)) pesos.

(I ACTES

Entonces, para encontrar la regla general que convierta a acres directamente
a ganancias esperadas, podemos determinar la expresion M (C(a))= (MoC)(a)

Evaluamos la segunda funcion con la primera funcién. Y no evitamos el paso intermedio.

4/3/2018
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https://es.khanacademy.org/math/algebra2/manipulating-functions/function-composition/e/evaluate-composite-functions-from-graphs-and-tables

iPero como hacer esto? Observemos que en la expresion M (C'(a)), el valor
de entrada de la funcion M es ('(a ). Asi que para encontrar esta expresion,
podemos sustituir C'(a) como valor de entrada ¢ en la funcion M.

Meétodo del cajon
M(c) = 0.9¢ — 50 M( )=0.9( )—50
C'(a) = 7500a — 1500
M(C(a)) =0.9(C(a)) — 50
valoggtrada

= 0.9(7500a — 1500) — 50  Pues C(a) = 7500a -

= 6750a — 1350 — 50

[M(f'-‘(ﬂ)): 6750a — 1400 ]

4/3/2018
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https://es.khanacademy.org/math/algebra2/manipulating-functions/function-composition/e/evaluate-composite-functions-from-graphs-and-tables

De esta manera la funciﬁm[M{G{a)] = 6750a 14[][]]£nnvierte acres

sembrados directamente a ganancias esperadas. Usemos esta nueva funcion

para predecir la cantidad de dinero que Cam obtendria al sembrar maiz en
dos acres.

M(C(2)) = 6750(2) — 1400 = $12,100

Cam puede esperar obtener $12100 al sembrar maiz en dos acres de terreno,
ilo que es consistente con el primer resultado!

titzpo:[|es. bt y. org|math|al | mancpalating - functions|{unction - composition|e|evaluate - dcte - functions - fram - grafhd - and - tallles 4/3/2018
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https://es.khanacademy.org/math/algebra2/manipulating-functions/function-composition/e/evaluate-composite-functions-from-graphs-and-tables

Definir funciones compuestas

Hemos encontrado lo que se conoce como una funcién compuesta. En lugar
de sustituir acres sembrados en la funcion del maiz, y después la cantidad de
maiz cosechado en la funcion del dinero, hemos encontrado una funcion que

convierte acres sembrados directamente a ganancias esperadas.

(al valorar la funcién M (x) con la otra funcion C (a) se halla la funcién compuesta (Mo(C) (a)
Hicimos esto al sustituir C'(a) en la funcion M, o sea al encontrar M (C'(a)).

Llamemos M o (' a esta nueva funcion, que se lee como "M compuesta con
C,

Ahora sabemos que[{ﬂf{ o C)(a) = M’{C{a)]]. Esta es, de hecho, jla definicion
formal de composicion de funciones!

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T.
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2 acres 13,500 kg $12.,100

Al utilizar las funciones C'y M, la funcion C' (la del maiz) convierte dos a

13,500. Después la funcion M (la del dinero) convierte 13,500 a $12,100.

Mediante la funcidon compuesta, vemos que M o C' convierte 2 directamente a
$12,100. Evita un paso en la conversion.

ijAmbas son equivalentes!
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acer este problemao

Problema 2

Ben es un agricultor de papas. La funcion P(a) = 25,000a — 1000 indica la
cantidad de papas, P en kilogramos, que el espera cosechar al sembrarlas en
a acres de terreno; y la funcion M (p) = 0.2p — 200 indica la cantidad de
dinero, M en pesos, que Ben espera ganar si cosecha p kilogramos de papas.

;Cuanto dinero puede Ben esperar ganar si vende todas las papas
cosechadas en tres acres?

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T. 4/3/2018



Problema 3

;Cual de las siguientes expresiones indica la cantidad de dinero que Ben

puede esperar ganar, si €l siembra papas en a acres de terreno?

Escoge 1 respuesta:

0.2a — 200

5000a — 400

(25,000a — 1000)(0.2p — 200)

\\ ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T. 4/3/2018




Evaluacion de funciones compuestas en graficos.
Evalte goh(2)=g(h(2))
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ltgpo:||es. bhanacademy. orglmath]algetrallmanipulating - functions|function - composition] el evaluate - composcte - functions - from - graplie - aund - tables
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https://es.khanacademy.org/math/algebra2/manipulating-functions/function-composition/e/evaluate-composite-functions-from-graphs-and-tables

;Cual de las siguientes aproxima mejor el valor de g(h(2))?

Escoge 1respuesta:

—2

6 Ver diapositivas siguientes

littpo:|[es. blhanacademy. onglmath| algetnaZlmanipalating - functions| function - composction] el evaluate - composite - functions - fnom - grafpls - and - taliles
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https://es.khanacademy.org/math/algebra2/manipulating-functions/function-composition/e/evaluate-composite-functions-from-graphs-and-tables

g(h(2))

1/4 [ Cuando evaluamos funciones compuestas, trabajamos de adentro hacia afuera. ]

Para evaluar g(h(2))| primero evaluamos h(2)][Después introducimos ese resultado en g|para
encontrar nuestra respuesta.

2/4 Evaluemos h(2).

h(2) = —1, pues el valor de la funcién h paraz = 2 es —1.

btnpe:|[ec. kbanacadeny. orgl math] algebraZlmanipulating - functions|function - itioulelevaluate- ite - functiond - fnom - grafpls - and - tablles



https://es.khanacademy.org/math/algebra2/manipulating-functions/function-composition/e/evaluate-composite-functions-from-graphs-and-tables

h2) = —1

4

3/4  Ahora sabemos que g(h(2)) es lo mismo que g(—1), pues h(2) = —1.

y = hlzx)

S =1

Evaluemos g ( - 1)- -1 se convierte en valor de entrada o sea en x para la nueva funcion

g(—1) = 4, pues el valor de la funcién g paraz = —1 es 4.

4/ 4 La respuesta:

g(h(2)) =4 Ver grafico



https://es.khanacademy.org/math/algebra2/manipulating-functions/function-composition/e/evaluate-composite-functions-from-graphs-and-tables
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Continuidad de una funcion compuesta

9| Teorema Siges continuaen x = a vy fes continua en g(a), entonces la fun-
cién compuesta f o g dada por (< g)(x) = f(g(x)) es continua en x = a.

A menudo, este teorema se expresa de manera informal diciendo: “una funcién conti-
nua de una funcién continua es una funcién continua”.
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Continuidad de una funcion compuesta en un punto x= a.

Si se tiene una funcion continua g(x), y se evalla en un punto x= a, se tiene obviamente
g(a). Esto da un cierto numero por ejemplo b.

Si se averigua la continuidad de otra funcion f (x) en x = b, y se ve que es continua,
entonces’la funcion compuesta f © g también sera continua en el punto x=a.

(f°9) (x) = flg(x)]

También sera continua en el punto x=a.

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T. 4/3/2018
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(x) = x* + 2 es continua en 2, 2)= 2 +2=2?%+2=6.
8

Si aluar la continuidad de f(x) = +/x enx=6, se ve que también es continua,

ent

ces, (f°g) (x) =flg(x)]= +/( ) = Vx?2+2 debede sercontinuaen el punto x=2




Continuidad de Funciones Compuestas en un Intervalo

Si el teorema anterior se aplica no solo a un punto sino a un intervalo
0 a todos los puntos de la funcion f(x) y g(x)y cumple, la funcion
uesta también sera continua en el intervalo o en toda ella.

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T. 4/3/2018



g(x) en continua en todos los reales, al evaluar f(x) con g(x) que es continua
en solo los nimeros positivos, la funcion f o g sera continua en todos los reales.

g(x) =x%+2

oo

m [} T T T T I | I T T T T I T T T | T T T T I
0 5 10 15 20 25

g(x) = x* + 2 es continua sobre (—oo, 00)  f(x) = V/x es continua sobre el intervalo [0, o)

(e ) 0=y )=VxZ+2 (feg)x) = f(g(x)) = Vx*+ 2  escontinua en todas partes.

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T. 4/3/2018



Limites de funciones compuestas

8 | Teorema Sifes continuaen b, y 1im g(x) = b, entonces lim f(g[x}) = f(b).

X—=d X—=d

En otras palabras, L

lim f(g(x)) = f(m g(x]) = f@) (Silim g(x) =1L)

X—*d X—rid

teorema establece que si una funcion f es continua, entonces el limite de la
uncion fo g, es la funcion f evaluada con el limite de la segunda funcion g. Para
allar el limite de una funcidn compuesta, basta hallar el limite de la segunda
funcion y se evalla con este valor la primera funcion.

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T. 4/3/2018



Note que: lim f(g(x)) = f(lim g(x))

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T. 4/3/2018




Otra forma del limite de una Funcion Compuesta

TEOREMA 1.5 LIMITE DE UNA FUNCION COMPUESTA

Si fy g son funciones tales que lim g(x) = Ly li'nlf(x) = f(L), entonces:

X—C

4 L1

lim f(g(x)) = f{ 1im g{x)) ~ f(L).

X—C (.T-—9C

%

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T.
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g =x2+4  f(x)=vx—— flH=VE=2

lim(f © g)(x)=lim f((g(x)) =f(lim g(x)) si lim g(x) =4

entonces f(4) - 2

4/3/2018



g(x) = (2x* — 10) f(x)=3x  f@)=V8=2

lim(f © g)(x)=lim f((g(x)) = f(lim g(x)) s

lirré gx)) = lirré(Zx2 —10)=2%3% -10=18-10=8
X— X—

Por tanto fllim g(x)) = £(8) =2

4/3/2018
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Hallar limites de funciones compuestas a partir de graficos de las funciones originales
lim(g © h)(x)=lim g( (hx)) =g(lim h(x))
X—3 X—3 X—3
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lim(g © h)(x) = lim g( h(x)) = g(lim h(x))

1. Averiguo en la grafica cuanto vale lim h(x)

xX—3

______________
Ss

limh(x) = 2

x—3

R
L emaman- e >
*decanean =

lim h(x) = 2
X—3

4/3/2018
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2
Reemplazo en g(lirré h(x)) el valor de lirr?l) h(x) =2 g(lir% h(x))
X— X— X—

Obtengo g(2)

Ahora voy a la grafica de g(x) y con el dato de entrada (en x) igual a 2 _
Averiguo cuanto vale g( 2), observo que es 0. Este es el valor del limite pedido.

y=g(z) |V

lim(g © h)(x) = lim g( h(x)) = g(lim h(x)) = g(2) =0



Hallar con las mismas graficas cuanto vale el lin% (hog)(x)=?
X—

y=g(z) Y
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yoMe) S lim h(g(c))

5
4
3
2
1

trzpe.[]es. blanacademy. orglmathlap - calealus - abl]al - limits - continaityl al - basic - limet - nales |l limite - of - composite - functions
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y=h{z) Y
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